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On d6montre que si, dans une famille analytique (jt) de fonctions analytiques 
d6flnies sur un ouvert U, la for&ion jo n’a qu’un point critique is016 en 0 et que 
les fonctions jt n’ont qu’une seule valeur critique, alors les fonctions jt n’ont chacune 
qu’un point critique. 
Soit 7~: X += D un morphisme analytique propre et plat dans un disque 
ouvert de q dont les fibres sont des varietes projectives complexes. On 
suppose que, pour tout t E D, il existe un ouvert Ut de t dans D tel que, 
pour tout u E Ut, l’inclusion de n-i(u) dans n-1( U,) induise un isomorphisme 
des groupes d’homotopie. Sous ces hypotheses R. THOM a conjecture que 
7~ est topologiquement trivial, i.e. il existe un homeomorphisme v : X + D x 
x rl(O) tel que le diagramme suivant : 
c 
“? v /Dx”-1’o’ 7c 
\J 
P 
D 
oti p est la projection sur le premier facteur, est commutatif. 
En vue de demontrer cette conjecture dans le cas ou les fibres sont des 
hypersurfaces projectives complexes a singularites isolees, B. TEISSIER 
a conjecture (cf. [12]) que sous les hypotheses precedentes le lieu singulier 
de X est un revetement trivial de D. Ceci revient a montrer: 
Soit (ft)t~o une famille analytique de fonctions analytiques, definies 
sur un voisinage ouvert U de l’origine dans @, parametree par un disque 
D de Cl cent& en 0. Supposons que dans la boule B C U de @ cent&e 
en 0, l’origine soit le seul point critique de fs. Alors pour t #0 assez voisin 
de 0 il apparait k points critiques xi(t), . .., xr(t) de ft dans B. 
TH~OR~ME A : Supposons que pour t #O assex petit on ait ft(x$(t)) = 0 
pour i=1, . . . . k, alors k=l. 
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Dans le cas oh n= 1, le theoreme precedent est facile Q demontrer. 
Quand n = 2, C. HAM BEY a don& une demonstration dans [3]. Dans [4] 
F. LAZZERI indique comment on obtient une demonstration dans le cas 
general. Nous proposons une demonstration independante de celle de 
F. Lazzeri utilisant un resultat recent de N. A’CAMPO ([l]). 
Dans [8] on montre comment le theoreme precedent entraine la con- 
jecture de Thorn dans le cas des hypersurfaces Q singularites isolees. 
Pour I’essentiel des r&ultats connus sur les singularites des hyper- 
surfaces complexes, nous nous rapportons a [9] ou [7]. 
Rappelons le resultat de N. A’Campo: 
TH$OR&ME (N. A’CAMIPO) ([ 11) : Le nombre de Lefschetz de la monodromie 
lode en 0 E Cjn d’une hypersurface anulytique complexe F = 0, avec F(0) = 0 
et dF(O)=O, est nul. 
En utilisant un resultat bien connu de J. MILNOR (Theorem 6.5 de [9]), 
on obtient facilement : 
COROLLAIRE 1: Si la fonction analytique F a en 0 E@ un point critique 
isole’ alors la trace de la monodromie lode de l’hypersurface F = F(0) en 0 
dgale ( - l)n en dimension n- 1. 
Ceci donne Bvidemment : 
COROLLAIRE 2: La monodromie locale d’une hyperswface complexe de 
dimension n en un point singulier isold n’est pas somme directe de k> 2 
monodromiee locales d’hypersurfaces complexes de dimension n en des points 
singuliers isoltk 
Ceci permet de demontrer la conjecture de B. Teissier que nous pouvons 
enoncer de la fac;on suivante: 
TH&OR&ME B: Soit (H&Q une famille analytique umplexe d’hyper- 
surfaces anulytiques complexes df&ies dans l’ouvert U de Cjm n’ayant que 
des points singuliers isolek Soit B une boule contenue dam U telle que HO n B 
ne contienne qu’un point singuier 0 de Ho. Alors pour t assez petit non nul, 
Ht n B a kt points singuliers xl(t), . . . . xkt(t). Soient PI(t), . . . . p&t) les 
nombres de M&or de ces points singuliers. On suppose que, pour tout t 
aSSe2 petit, on ait: 
,1 Pi(t) =lu 
od p est le nombre de Milnor de 0 E HO. Alors: 
kt=l et pl(t)=p 
pour tout t ECj oiwez petit. 
En fait le theoreme B est la version “geometrique” du theoreme A. 
Cette version a un &once analogue pour les intersections completes 8, 
405 
singularit& isolees. Dans [4] F. LAZZERI indique une demonstration du 
theoreme B pour les hypersurfaces. On obtient, grace au theoreme B, 
une amelioration du critere d’equisingularite de L& DGNQ TRANG et 
C. P. RAMANUJAM (cf [5], [lo] et [S]). 
Le theoreme B est equivalent au theoreme A. 
Pour etablir cette equivalence remarquons que, si (H&Q est une 
famille analytique d’hypersurfaces de U parametree par un disque D 
centre en 0 EC& quitte a supposer D et U suffisamment petits, on a une 
famille de fonctions analytiques (f ) t t f D telle que ft = 0 soit l’equation de 
Ht dans U et que la fonction P: U x D +-CJ, dUmie par P(z, t) =f&), 
soit analytique. D’autre part la donnee d’une telle fonction analytique F 
Bquivaut a celle d’une famille analytique de fonotions analytiques (ft) 
definies sur U. 
Supposons le theoreme A vrai. Nous allons demontrer le theoreme B. 
D’apres la remarque precedente, quitte a se placer sur un disque ouvert 
D de CJ centre en 0 assez petit et a choisir U assez petit, on a une fonction 
analytique F: U x D +q. Celle-ci d&kit une hypersurface H = F-l(O). La 
restriction de la projection sur D induit un morphisme 7~: H --f D dont 
les fibres n-l(t) pour t E: D sont Ht x {t}. Soit C l’espace analytique defini 
dans UxD par bF/bzi=O (i=l, . . . . n). La projection de C sur D est 
quasi-finie en 0 car Ho x (0) a une singularite isolee en (0, 0). Le theoreme 
de preparation de Weierstrass montre que, quitte a choisir U et D encore 
plus petits, la projection de C sur D est un morph&me fini: il en resulte 
que C est une courbe intersection complete. Remarquons que les points 
(q(t), t) de C au-dessus de t ED donnent les ponts critiques q(t) de ft. 
Si U et D sont asset petits, comme C est une intersection complete, un 
theoreme bien connu (On, (16.5.6) de [2]) montre que la projection p : C + D 
est un morphisme plat. Ainsi, si U est un voisinage ouvert assez petit 
dans lequel 0 est le seul point critique de /a, le nombre de points critiques 
de ft pour t E D- (0) est constant et 6gal Q k, quand D est assez petit, 
et si h(t) designe le nombre de Milnor du point critique q(t) de ft, la 
platitude de 21 nous donne: 
L’hypothese du theoreme B implique que la courbe C est contenue 
dans H. Dans ce cas les points critiques de ft pour t ED contenus dans 
U ont la meme valeur critique, i.e. kt=k et: 
, f&g(t))=0 (i=l, . . . . k) 
et ceci entraine, d’apres le theoreme A, que k = 1 et ,ul(t) = ,u. Ceci demontre 
le theoreme B. 
Supposons alors le theor&me B vrai. DQmontrons le theoreme A. Soit 
F: U x D + q le morphisme d&X sur U x D par la famille analytique 
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(ft)t~~ de fonctions analytiques sur U. On definit I’espace analytique C 
de U x D comme ci-dessus. On peut supposer U assez petit pour que 0 
soit le seul point critique de fa dans 77. On a vu ci-dessus que les fibres 
de p: C --f D nous donnent les points critiques (x$(t)) de ft. On a vu que 
pour D assez petit leur nombre ne depend pas de t E D - (0). L’hypothese 
f&i(Q) = 0 en raine t que C est contenu dans I’hypersurface H de U x D 
defini par F. Les points (q(t), t) sont done les points singuliers de Ht x {t} = 
=n-l(t) et la platitude de p : C + D nous donne: 
D’apres le theoreme B on a k= 1 et ceci donne bien le theoreme A. 
Avant de demontrer le theoreme B, remarquons le corollaire suivant, 
en utilisant les notations ci-dessus. 
COROLLAIRE : Sow les hypothdses du thdort?me B, pour U et D assez 
petits, l’ensembbe sow-jacent 2G C coi;ncide avec le lieu singulier Z(H) de H 
et la projection de L?(H) swr D est un ismorphisme. 
PREUVE: La projection p: C -+ D induit un morphisme p: ICI + D 
de l’espace analytique reduit sous-jacent a C sur D. Comme p est plat, 
p est egalement plat et la fibre de 17 sur 0 est le point reduit (0) done 
est lisse; ceci entraine que ICI est non singuliere en 0. D’autre part, le 
lieu singulier de H est contenu dans ICI et a la dimension 1. En effet, 
si le lieu singulier de H Btait de dimension 0, comme Z: H + D induit 
par la projection n’a que des valeurs critiques isolees (cf. [9] corollary 2.8), 
Ht x {t) = n-l(t) serait non singuliere. Par consequent le lieu singulier de 
H et ICI comcident dans un voisinage de 0 E U x D. 
De fagon plus g6n&ale, soit F: U x D + 4 une fonction analytique. 
Soit H l’hypersurface de U x D definie par F&I, . . . , zn, t) = 0 et ~6: H -+ D 
la projection sur D. Appelons encore C l’espace analytique defini par 
bF/b~=o (i=l, . . . . n). Alors, quitte a restreindre F sur U’ x D’ assez 
petit, I’ensemble ICJ n H des points de C n (U’ x D’) qui sont dans H 
est le lieu singulier Z(H) de H dans U’ x D’. En effet Z(H) est contenue 
dans (Cl et la projection z sur D n’a aucun point critique au-dessus 
de D- (0) dans H-Z(H) (cf. [9] corollary (2.9)), done la fonction ft 
analytique sur U definie par /t(x) =P(z, t) pour z E U n’a aucun point 
critique sur Ht x (t>- 2(H). Done pour tout t on a: b(t) n Z(H) = 
=x-l(t) n ICI. Comme n-l(O) n L’(H)=n-l(0) n lCI={O), on a 2(H)= 
=ICI n H. 
DQmontrons alors le theoreme B. Soit D un disque de q centre L l’origine 
et assez petit. On a un morphisme @: B x D -+ qs defini par @(x, t) = 
= (t, F(z, t)) ou F(z, t) =/t(z) et oh ft est l’equation de Ht dans U. D’apres 
ce que I’on vient de dire ci-dessus, l’hypothese sur la Constance de la 
somme de Milnor implique que le lieu critique C de @ est contenu dans 
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l’hypersurface H de B x D definie par F(z, t) = 0 et coincide avec le lieu 
singulier de cette hypersurface. Done l’image par @ du lieu critique 
coincide au voisinage de 0 ECJ~ avec (0) xq. Choisissons alors B assez 
petit pour que Ho soit transverse au bord de B ainsi qu’a toutes les spheres 
cent&es en 0 contenues dans B. Alors la remarque precedente implique 
que pour D assez petit et t E D, pour tout cercle B(t) de q x {t} centre 
en (0, t) de rayon E assez petit, les applications vt: @-1(8(t)) + S(t) sont 
des fibrations differentiables localement triviales diffeomorphes pour t E D. 
De plus ~0 donne la fibration de Milnor de 0 E Ho. 
Choisissons alors t G D. Soient Bt(t) des boules cent&es en xf(t) contenues 
dans B de rayon assez petit pour que les spheres cent&es en x$(t) contenues 
dans B&t) coupent transversalement Ht : 
Htx {t) 
Si le rayon E de S(t) est assez petit, on trouve que vt induit 
yDtt: t&(t) x {t}) n @-l(fW)) + AS’(~) par restriction la fibration de Milnor de 
a(t) E Ht. 
Soit x E H(t). Appelons: 
x = @-l(x), 
X,=X n (Be(t) x {t}), 
&=X n W%(t) x {t}), 
z=x- u &. 
Soit gt: X -+ X, t E D, une application caractkristique de la fibration qt. 
On peut supposer que g&Z=Id. 
On a la suite exacte de Mayer-Vietoris en cohomologie & coefficient 
dans & (pour n> 3) : 
0 --f H@(Z) --f 6 H”-2(&) + H”-l(X) + 
4-l 
H”-l(2) & H”-l(Xt) + & H”-I(&) + 0 
i-l i-l 
la cohomologie &ant nulle dans les autres dimensions non nulles d’ap&s 
le Asultat de J. ~WILNOR (theorem 6.5 de [9]). 
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Appliquons la monodromie de vt, i.e. l’homomorphisme induit par gt, 
Q la suite exacte preckdente. Celle-ci eat l’identite sur H*(Z) et H*(&). 
0 + H”-2(Z) + 6 m-y&) + II”-l(X) + 
IId {-l jIa !h 
0 + II”-2(Z) --f & H”-2(&) + IF-l(X) + 
4-l 
IF-l(2) & fwl(X$) 
k 
+ @ H”-2(&) + 0 
i-l i-1 
m-2)2) 6 II”-1(X() 
k 
+ @ I+-l(Kt) --f 0. 
d-1 4-l 
Comme ~0 et yt sont dif%omorphes, F, eat conjuguee B la monodromie 
locale de 0 E HO. 
Si h n’a aucune valeur propre Bgale a 1, on obtient immediatement 
h = @=, h, ce qui implique k = 1 d’apres le corollaire 2 au theoreme 
d’A’Campo enonce ci-dessus. 
On se ram&e au cas oh h n’a aucune valeur propre egale a 1 en con- 
siderant la famille d’hypersurfaces de @+I definie par P(z, t) +XN= 0, 
ou X eat une nouvelle variable. Le theoreme de M. MBASWI et R. THOM 
(cf. [ll]) donne que la monodromie locale de P(z, 0) +XN= 0 en 0 Bgale 
le produit tensoriel de la monodromie locale de P(z, 0)=0 en 0 et celle 
de XN=O. Lea valeurs propres de la nouvelle monodromie sont alors 
lea produits des valeurs propres de la monodromie locale de P(z, 0) = 0 
en 0 par lea raoines N-i&mea de l’unite differentes de 1. Done pour N 
correctement choisi la monodromie de P(x, 0) +XN= 0 en 0 n’a aucune 
valeur propre 6gale a 1. Mais pour cette nouvelle famille d’hypersurfaces 
on retrouve lea hypotheses du theoreme B mais lea nombres de Milnor 
sont tous multiplies par N - 1. On obtient a nouveau k = 1. 
Pour n= 2 et n= 1, un raisonnement analogue au precedent eat encore 
possible et ne sera pas detail16 ici (cf. [S]). 
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